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議題六 平面圖形的條件與包含關係
 

 

壹、議題背景
 

一、九年一貫幾何課程概述
 

人類是視覺的動物，我們可以把圖形與空間的了解可分為知覺性的了解、

操弄性的了解、構圖性的了解、論述性的了解。小學教師在從事幾何教學時，

必須避免自己歐氏幾何訓練的干擾，避免處處受制於定義的認定與邏輯順序。

由歷史來看，人類是先由應用、操作、實踐中，認識各種幾何要素與性質，彼

此之間並沒有一定的先後關係。在小學階段的幾何教學，可以參考幾何歷史發

展的軌跡與學童認知發展階段，盡量讓學童發揮、拓展其幾何直覺，在操作中，

認識各種簡單幾何形體與其性質，再慢慢加入簡單的推理性質與彼此之間的關

係（教育部，2003）。而在九十七年版的數學領域課程綱要（教育部，2008）

裡也提及，國小階段的幾何形體理解包含察覺、操作、構造、推理證明等諸面

向。從一到三年級來看，此階段的幾何課程較強調幾何形體的認識、探索與操

作，學生對幾何形體中的幾何要素，也許能指認，但尚不清楚其結構意義。而

到了四到六年級階段，由於數與量的發展逐漸成熟，學生開始結合「數」與「形」

兩大主題，學習運用幾何形體的構成要素（如角、邊、面）及其數量性質（如

角度、邊長、面積）來描述特殊幾何形體的特徵與性質。 

二、教材分析
 

以下就本項議題，列出分別在九十二年數學領域課程綱要（教育部，2003）

及九十七年數學領域課程綱要（教育部，2008）裡，相對應的能力指標及分年

細目，以供教師們參考。 

 

表 6 平面圖形性質在九十七年版與九十二年版分年細目之比較 

九十七年版 九十二年版 

1-s-02 能辨認、描述與分類簡單平面
圖形與立體形體。 

1-s-02 能辨認、描述與分類簡單平面
圖形與立體形體。 

2-s-05認識簡單平面圖形的邊長關係。 
2-s-06 能由邊長關係，認識簡單平面

圖形與立體形體。 

4-s-01 能運用「角」與「邊」等構成
要素，辨認簡單平面圖形。 

4-s-01 能運用「角」與「邊」等構成
要素，辨認簡單平面圖形。 

4-s-02 能透過操作，認識基本三角形
與四邊形的簡單性質。 

4-s-02 能透過操作，認識基本三角形
與四邊形的簡單性質。 

6-s-01 能利用幾何形體的性質解決簡
單的幾何問題。 

6-s-01 能利用幾何形體的性質解決簡
單的幾何問題。 

 資料來源：（教育部，2003，2008） 
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在九十七年版數學課程綱要（教育部，2008），分年細目 2-s-05內容認為

簡單平面圖形的邊長關係，亦即由實測邊長，知道正方形的四邊相等、長方形的

兩對邊長相等、正三角形的邊長相等、等腰三角形的兩腰相等。但此時並不是要

定義圖形，只是簡單的藉由實測知道一些常見幾何圖形的邊長性質，這些圖形都

有明顯的對稱性質，學童較容易掌握其特徵（教育部，2008）。而在九十二年版

的課程綱要裡關於此項分年細目的說明，則是希望由實測邊長，知道邊長相等的

幾何形體有正三角形、正方形、正方體（教育部，2003）。其餘內容大致上相同。 

三、教師團體對話背景
 

在數學教師專業對話團體中，第四次活動的主軸是進行「形」教材與教學

的相關探討，「形」概念又可分為平面幾何與立體幾何兩大範圍，在此次活動

裡，全體對話在平面幾何的議題裡有四個屬於中年級教材，兩個屬於高年級教

材。四個中年級議題都圍繞著平面圖形的基本概念與包含關係。而在探討平面

圖形基本概念的同時，促進者也適度引導全體參與成員釐清國小幾何教材的教

學脈絡發展；然後再談到垂直、平行的概念以及圖形間的包含關係。
 

貳、學習問題
 

一、正方形與長方形的包含關係
 

二、各形狀之間包含關係的教學適切性
 

參、經驗分享
 

一、正方形與長方形的包含關係
 

中低年級
 

由 van Hiele的幾何認知發展層次來看，我們知道低年級學童大多停留在

Level 0，亦即僅能從視覺上來判斷及稱呼圖形，還無法分析圖形的構成要素，

因此也還未能建立起圖形間的包含關係之能力，因此在低年級的教材裡，教師

所處理的應該還是認識正方形、長方形，不需要強調兩者間的包含關係，也要

避免在評量時出現此類問題。以下對話則是參與教師提及自己在教學時，曾遇

到某版本的低年級教科書要學生分辨正方形和長方形，在接觸 van Hiele的理

論之後，參與者知道在這個階段，不應該告訴學生長方形是包含正方形的： 

 

繼  師：低年級牛頓有一個單元，……題目會出現：假如是正方形，請打勾，長
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方形的打圈。 

明  師：……我以前在教三、四年級時，也曾經碰到這個問題。 

繼  師：既然正方形屬於長方形的一種啊！ 

明  師：所以後來我就叫他們兩個都打。 

川  師：是打圈還是打勾？ 

明  師：圈跟勾都要打。 

瑜  師：……可是到了高年級，他才進入關係期，我覺得那時候再強調說正方形

是屬於長方形的一種。……就是低、中年級的時候，█就叫做正方形，

▆就叫長方形，到高年級才帶入。 

明  師：才有辦法去顯示它們彼此間的關係。 

 

在進行圖形與空間的專文導讀以及教學專業成長影帶的觀賞之後，參與者

已可以建立應從孩童的幾何認知發展層次出發，去思考自身的教學處理以及教

材的使用是否適切。
 

高年級
 

在釐清了圖形間的包含關係不應在中低年級時進行教學，應該等到高年

級，學生已能從視覺期進入分析期，甚至可以到達非形式演繹期（即關係期），

再針對常見的圖形包含關係進行教學。接著又有參與教師提出了另一個疑惑，

以下這段對話重點放在教師進行教學時的關鍵用語的處理：
 

 

川  師：會有一個問題，就是學生後來會搞混，我們老師以前說這個就叫正方形、

那個就叫長方形，你怎麼現在又教這樣？ 

瑜  師：我並沒有說正方形也可以叫長方形，我是說“正方形也是屬於長方形的

一種”，用這樣的語詞。我覺得不能說“這個也叫長方形”，我覺得學

生一定會搞混，我明明看它就長的是正方形，你為什麼說它是長方形。

正方形也是長方形的一種…… 

明  師：語言的～ 

瑜  師：對對對！語言的部分，不能說正方形也叫長方形，不能用「也叫」，對

小孩子來講，他覺得莫名其妙嘛！ 

川  師：就是說不能用「也叫」。 

瑜  師：我覺得「正方形是長方形的一種」，這樣比較合適。 

 

上面這段對話讓小組成員們發覺教師在教學時的用字遣詞都必須要注

意，否則將造成學生學習上的另一種困難。這個議題在當時的活動中，有數個

小組都曾對此進行對話，可見參與者對於圖形間的包含關係的確存有許多疑

惑，因為同樣的關係在不同階段的處理卻有不同，因此教師須具有較豐富的數
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學知識與學生數學認知知識，並且技巧的進行教學處理，將更有助於學生的學

習。
 

二、各形狀之間包含關係的教學適切性
 

在討論圖形間的包含關係時，某位參與者在小組內拋出了這樣的一個問

題：真的要學童一定要學習圖形間誰包含誰嗎？因此引發了該組參與者的熱烈

討論，有參與者提及自身的學習經驗裡並不覺得這樣的概念很困難，所以當他

自己在進行教學的時候，也認為學生很快的就學會了圖形之間的包含關係。接

下來，貞師從自己的實際教學經驗出發，進行組內分享：
 

 

曹  師：所以他們不可以知道說什麼是鳶形、箏形、正方形囉？ 

貞  師：他們知道每個形體的定義，但是你要他找關係就比較有難度。 

曹  師：找關係的目的是什麼？ 

貞  師：與其問大圈小圈，不如問正方形及長方形共同有的條件有下面哪些？我

以前有叫小朋友寫過，以前沒有那麼多圖形，正方形、長方形，然後菱

形，可能還有平行四邊形，右邊有四邊等長，四邊平行，就是有很多選

項，你叫他連連看，那不一定要說誰大誰小，誰多誰少，但是可以教得

出來說，它有三個條件，它只有二個條件，或一個條件，我覺得這樣可

以了吧，一定要畫出誰最大誰最小嗎？只要他知道這個有三個條件成

立，它就叫這個形，…… 

 

此時，同組的嘉師發言，她認為這是先針對圖形進行個別認識，再去找彼

此間的關聯性，就會比較容易了。然後貞師繼續說明，這是從圖形的個別組成

條件進行比較與推論，也就是使用集合概念來處理。這是在教學上的處理技

巧。而後該組對話又延伸至評量部份。
 

 

嘉  師：對呀，所以現在教材裡的考法就變成很多種，它可能只符合一個條件，

選擇就會有很多，但同時符合很多條件也許只有一個。譬如同時符合五

個條件的只有一個，可是符合四個條件的就有兩個，那表示這兩個圖形

有共同的地方，只是說其中一個又比另外一個又多了一個條件，所以就

是有點像是親屬關係一樣。 

淑  師：現在就是說，他們可能會面臨的問題，就是給學生很多形狀，問“下列

哪一個是長方形，請你把他勾選出來”，那正方形到底該不該勾？所以

你一定要讓他知道正方形是長方形的一樣，所以一定要引到這邊。 

貞  師：可是我覺得考這種題目，很沒有意思。你要讓他們說哪些是長方形，然

後你畫一個讓他困惑的東西在那，要他會或不會，你還不如叫他寫出

來，成為這個形狀有那些條件。如果考這些類型的題目，然後要他們用
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背定義的方式去檢視每一個圖，還不如連連看。當然能力更好的同學，

你可以叫他們做啦。 

 

由上述對話，我們可以知道教學上還是可以有技巧的處理圖形包含關係，

例如運用集合概念，而在評量上其實可以避免造成學生認知衝突，產生作答困

擾的問題，如果真要了解學生是否真的理解，可以透過課堂上的形成性評量，

讓學生個別作答，依據每個學生的發展層次進行評量。
 

肆、理論與實務
 

數學教師團體的活動基本上皆包含了教育理論與教學實務兩大方向的內

容探討，在閱讀了『造型活動在國小幾何教學中的地位』及『平面圖形教材的

處理』兩篇專文，並進行教師專業成長影帶的觀賞後，參與者建立了對幾何教

材脈絡及學生幾何認知發展的了解。促進者意圖將對話帶回教學現場，希望參

與者思考在教學現場該如何進行教學及評量才是適當的。
 

 

促進者……在小學的題目裡面，如果老師給了這些形，要小朋友勾出長方形，那

學生沒有勾正方形，那你要怎麼辦？假如你的題目裡有不同大小的正方

形，有不同的長方形，高的、胖的、矮的、瘦的，你現在讓學生勾：請

你勾出長方形，那學生要不要勾正方形？ 

 

此問題拋出後，一時無人回應，經過一小段時間的思考後，成員們的回應

節錄如下：
 

 

促進者：……這個沒有標準答案！ 

梅  師：這就是出這種題目的老師很無聊！ 

促進者：很多人出這種題目啊！妳要怎麼辦？ 

川  師：……可是教材裡就是這樣寫。 

錦  師：對，很多教材裡就有。 

促進者：所以我們的意思是說，你要看學生的認知發展。他是能夠有包含關係的

想法，還是獨立的想法？因為低年級孩子他們可以是把正方形和長方形

看成是不同類的啦！……可是你班上有小朋友把正方形也看成是長方

形，你也不能說他是錯。所以你真的瞭解這些包含關係的話，每個孩子

的認知發展不一定一樣，大多數低年級孩子的認知是認為正方形跟長方

形不一樣，可是有些孩子可能有進到要素期，他可以認同長方形只要四

個角是直角……。所以這裡改考卷很難有一致的答案。…… 
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促進者提到了一個關鍵，有價值的教學應該視學生個體的概念發展來調

整，不同個體在幾何概念上的發展層次或有殊異，因此不應該用絕對標準來看

各年級孩子應該學到多少，也因為孩童發展層次的不同，教學者應儘量避免以

此概念進行紙筆評量。
 

此外，某一小組在分享與回饋時，針對圖形包含問題的教學處理也提出了

一些看法：
 

 

貞  師：……回到剛剛的討論當中，我以前是有讓小朋友寫過四個四邊形，正方

形、長方形、平行四邊形跟菱形四種寫在左邊，右邊我就寫一些條件，

譬如說：四個邊等長，然後三角形一些選項，然後連連看，然後你就可

以連出來，譬如說：平行四邊形只有一個條件，那正方形它要有四個條

件，四個邊等長、四個角都是直角，相對兩邊平行，它的對角線垂直，

這四個條件，後來就發現說你考兩個圖形之間的共通點，譬如「正方形

跟平行四邊形有什麼樣的共通點？」會不會比考「有哪些圖形是長方

形？」來的好一點？因為他都已經可以更加看細進去了…… 

促進者：如果從數學的公理來說，正方形為什麼要點到四個條件？以數學來說，

正方形兩個條件就可以決定，四個邊等長，四個角都是直角。 

貞  師：給他的條件越嚴格…… 

促進者：如果我們從定義來說，其實這個地方是很複雜的。 

貞  師：讓他們比較這兩個圖形的共通點，會不會比他讓勾哪些是長方形來得更

好？ 

促進者：這點也許不錯，比較圖形的共通點，可是也不能把它弄成說正方形的條

件比較多，因為從數學上來說，最少的條件可以決定，那是最好的定義。

很好啊！你們這組分享的不錯。 

 

從參與者分享的自身教學經驗中，我們可以發現幾何定義的釐清確實有助

於教師們進行教學，也能夠提出更多有價值、可行的教學策略。因此將圖形間

的包含關係轉化成找出圖形間的共通性，也能確實讓學生從比較、分析中建立

正確的概念。
 

伍、綜合歸納
 

一、「平面圖形的包含關係」應如何進行教學，對教學現場的老師們來說，確

實具有一定的困擾，且教師們的看法也各有不同。低年級時會遇到的是正

方形與長方形，到了高年級時會遇到的則是平行四邊形與菱形，其中還有

頗具爭議的箏形與菱形的關係。
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二、從參與成員所分享的教學經驗裡，我們可以發現有的教師運用其它具有對

應關係的方式來進行教學，讓學生更容易理解與對照；也有的教師認為可

以在教學過程裡避免問學生具有這樣爭議性的問題，而改以其他評量方式

來判斷學生是否理解。
 

三、由 van Hiele提出的幾何形體概念發展理論所提出的階段來看，可分為五

個階段：視覺期、分析期、非形式演繹期（關係期）、形式演繹期、公理

期。低、中年級學生多停留在視覺期，尚未有圖形的包含概念；高年級學

生多已能進入分析期階段，此時較有圖形包含之概念。但發展階段的分別

與年級並無直接、絕對的關聯，教師仍應以學生的認知發展歷程來進行教

學以及判斷學生的作答合理性。 

四、為避免每位學生在幾何概念的發展層次上不盡相同，造成評量時很難有一

致的答案。建議老師不應在紙筆測驗時出現此類問題，可利用形成性評量

的方式，在課堂上隨時檢驗學生的概念。 
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